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Uvod

® Funkcija jedna varijable: f(x)
¢ Funkcija dvije varijable: f(x,y)

® Funkcija n varijabli: f(x1,x2,...,%,)
Funkciju viSe varijabli koristimo kada jedna veli¢ina ovisi o vise
drugih, medusobno nezavisnih, veli¢ina, npr. z = x + y. Onda

pisemo
z="f(x,y), f(x,y)=x+y.
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Domena

Domena (podrugje definicije) D funkcije f(x, y) je skup uredenih
parova (a, b) za koje je funkcija definirana.

Domena funkcije dvije varijable je podskup koordinatne ravnine

DCRxR.

Maksimalna domena na kojoj funkcija ima smisla naziva se
prirodna domena.

Primjer 1

Odredite prirodnu domenu sljedecih funkcija:

(i) fix,y) = V1=x2—y2
(i) f(x,y) = \/;%;;5-
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Graf

Graf funkcije jedne varijable f(x) je krivulja u ravnini s
jednadzbom y = f(x).

120

100

40

20

4/16



Graf

Graf funkcije dvije varijable f(x,y) je ploha u prostoru s
jednadzbom z = f(x, y).

5 5

f(x,y) = xsiny + ysinx
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Graf

Kod funkcije jedne varijable ortogonalna projekcija grafa na x-os je
domena funkcije.

Fx) = VX =2

Kod funkcije dvije varijable ortogonalna projekcija grafa
na xy-ravninu je domena funkcije.
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Primjer 2 - Jednadzba kugline plohe

Zadana je funkcija

fx,y)=+v1—x2—y2

Skicirajte graf ove funkcije.

Graf je ploha s jednadzbom z = /1 — x2 — y2. To moZemo
zapisati i kao
X2+y?+22=1, z>0.
Sjetimo se da je
d= ‘/X2+y2+22
udaljenost totke (x, y, z) od ishodista. To zna&i da je totka

(x,y,z) na grafu funkcije f ako i samo ako je njena udaljenost od
ishodista jednaka 1.

Dakle, graf funkcije f je gornja polovica sfere polumjera 1.
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Primjer 2 - Jednadzba kugline plohe

Ako izbacimo uvjet z > 0, dobijemo &itavu sferu
x> + y2 +22=1

radijusa 1 sa sredistem u ishodistu.

Uocimo sli¢nost s jednadzbom kruznice radijusa 1 sa srediStem u
ishodistu

x2—|—y2:1.
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Derivacija

Prisjetimo se derivacije funkcije jedne varijable f(x) u toZki xg

, . f(xo+ Ax) — f(x0)
Flo) = Jim, Ax

To pisemo i kao

df . f(x0+ Ax) — f(xo)

il -
dx(Xo) A>I<rgo AX
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Parcijalne derivacije

Kod funkcije dvije varijable definiramo parcijalne derivacije u

tocki (Xo,yg).
® Parcijalna derivacija po x

of f(xo + Ax, y0) — f(x0, o)

—(xg, = |im
Ox (*o, y0) AL—>0 Ax

Ovdje yo stoji, a x se mijenja oko xg.

® Parcijalna derivacija po y

of f(X07y0 + Ay) _ f(Xo,yo)

— = lim
ay(Xo,}/o) A}I/HO Ay

Ovdje xo stoji, a y se mijenja oko yp.

Koristimo i oznake
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Fizikalno znadenje parcijalnih derivacija

Kod funkcije jedne varijable, y = f(x), derivacija f’ opisuje
promjenu varijable y u ovisnosti o promjeni varijable x.

Kod funkcije dvije varijable, z = f(x, y), parcijalna derivacija %

opisuje promjenu varijable z u ovisnosti o promjeni x,
uz stalnu vrijednost y.

Obrnuto, parcijalna derivacija g—; opisuje promjenu varijable z u

ovisnosti o promjeni y, uz stalnu vrijednost x.
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Racunanje parcijalnih derivacija

Parcijalna derivacija funkcije f(x, y) po x ratuna se tako da
varijablu y smatramo konstantom i deriviramo po x kao da se radi
o funkciji jedne varijable. | obrnuto za parcijalnu derivaciju po y.

Primjer 3
Neka je f(x,y) = x%y + 3y2. Odredite 97, g—;, 97(2,3), %;(2,3).
of of
of of
a_ 9 2,3) =22
dy x“ + 06y 8y( ,3)

12/16



Parcijalne derivacije viseg reda

s = Y _ d*f
Funkcija jedne varijable: f"(x) = ¢35
Funkcija dvije varijable:
fox = g% - derivacija po x dva puta
fy = g—ig - derivacija po y dva puta
fo = affgx - derivacija prvo po x, onda po y

O2f

foy = o0y " derivacija prvo po y, onda po x
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Primjer 4

Odredite sve druge parcijalne derivacije funkcije
f(x,y) = x3y + xsiny.

f(x,y) =3xy +siny, f,(x,y) = x>+ xcosy
fc(X,y) = bxy

fx(x,y) = 3x* + cos y
fy (x,y) = —xsiny
fo (x,y) = 3x* 4+ cos y
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Schwarzov teorem

U prethodnom primjeru dobili smo

fr(X,¥) = £y (X, ¥),
.
o?f 0%
dydx  OxOy’
To vrijedi za svaku funkciju f(x,y).

Ovo pravilo poznato je pod nazivom Schwarzov teorem.
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Zadatci

1. Odredite prve parcijalne derivacije funkcije
f(x,y)=In(2x+y — 2).
2. Odredite druge parcijalne derivacije funkcije
f(x,y) =2x3 — xy?
3. Odredite prirodnu domenu funkcije

f(x,y) = arcsin(x + y?).

16/16



